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Abbildung 1: Die Digitalkamera sieht am shnell

rotierenden Tishkreisel mehr als das menshli-

he Auge.

1 Zusammenfassung

Mit einer Digital- oder Smartphone-Kamera las-

sen sih spannende Experimente mahen. Sie

sieht nämlih shneller Vorgänge als es das

menshlihe Auge kann. Zum Beispiel, wie shnell

ein rotierender Kreisel niht umkippt. Als Kind

hatte ih einen Musikkreisel. Das ist ein gerade-

zu ideales Beobahtungsobjekt für die Digitalka-

mera oder das Smartphone! So geht das Expe-

riment: Kreisel mit der Hand anwerfen und auf

den Fuÿboden oder Tish setzen. Statt umzukip-

pen taumelt, präzediert er. Das �lmt man mit

der Kamera. Den Rest erledigen Sie in aller Ruhe

am Bildshirm. Sie kommen hinter das Geheim-

nis des sih aufreht haltenden Kreisels. Ih zeige

Ihnen, worauf Sie ahten müssen.

2 Tishkreisel

Ein Tishkreisel � in der Physik bezeihnet man

das als shweren Kreisel, weil neben seinem Dre-

himpuls auh das Kippmoment eine Rolle spielt �

ist ein starrer Rotationskörper, der auf der Unter-

seite in einem mehr oder weniger spitzen, axialen

Finger ausläuft. Versetzt man den Kreisel in Ro-

tation und stellt ihn auf den Boden, dann fällt er

niht um wie ein gewöhnliher Gegenstand, son-

dern bleibt aufreht oder shräg stehen, wobei

er präzediert. Denken Sie sih den Einheitsvek-

tor ~n, der, der senkreht nah oben zeigt. Die

Kreiselahse mit Einheitsvektor

~ℓ, der gegenüber
~n um den Präzessionswinkel θ geneigt ist, über-

streiht mit einer Präzessionsfrequenz fp einen

Kegelmantel, der durh

~n · ~ℓ = cos θ (1)

beshrieben wird. Die Präzessionsfrequenz fp ist

kleiner als die Rotationsfrequenz f0 des Kreisels.
Man fragt sih, wodurh fp bestimmt wird und

wodurh die Präzession in Gang gebraht wird.

Die Vektoren der Kreisfrequenzen ~ω0 = 2πf0~ℓ
und ~ωp = 2πfp~n sind zur Kreiselahse

~ℓ (|~ℓ| = 1)
beziehungsweise zur Normalen ~n parallel.

2.1 Praktishe Kreiselformen

Abbildung 2: Auf Kreisel Nummer 1, siehe Tabel-

le 1, habe ih das Stroboskopmuster mit einem

shwarzen Edding aufgemalt.
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Um das in einem präzisen Experiment nah-

vollziehen zu können, habe ih zunähst an einer

Drehmashine zwei Tishkreisel mit Massen von

270 und 660 g hergestellt. Der Versuh gelingt

auh mit Kreiseln aus dem Spielwarenhandel, die

in einen Rahmen eingebaut sind und feste Ahs-

lager haben.

Bild 2 zeigt Versuhskreisel Nummer 1. Ih

habe zuerst aus Blei einen groben Rogling für

die Shwungsheibe gegossen. Diesen habe ih

in einer Drehmashine auf den zehntel Millime-

ter exakt rundgedreht und auf eine shon an-

gespitzte, stählerne 6-Millimeter-Ahse aufgezo-

gen. Auh ein Stroboskopmuster habe ih auf die

Sheibe gezeihnet. Wozu man das brauht, er-

kläre ih in einem der nähsten Abshnitte. Bei

dem etwas gröÿeren Kreisel Nummer 2 habe die

Shwungsheibe aus Automatenstahl hergestellt.

Da ist die Bearbeitung shon etwas aufwändiger

als bei gegossenem Blei. Die Daten der Kreisel

sind in Tabelle 1 angegeben. Diese sind wihtig

zu wissen, um das Massenträgheitsmoment zu be-

rehnen. Auh auf die genauen Form der Krei-

selspitze kommt es an. Die Ahse soll niht et-

wa spitz zulaufen, sondern verrundet sein. Das

untersheidet den Tishkreisel von einem spit-

zen oder fest gelagerten Kreisel. Auf die beson-

deren Laufeigenshaften beider Kreiseltypen wer-

den wir noh eingehen.

2.2 Wihtige Kreisel-Eigenshaften

Das Massenträgheitsmoment J0 ist das Verhält-

nis zwishen dem Drehzahlvektor des Kreisels und

seinem Drehimpuls

~L. Es legt zudem das Verhält-

nis seiner kinetishen Energie Ekin zur Drehzahl

fest. Der Drehzahlvektor ~ω0 = 2πf0 ~ℓ wird aus

der Kreisfrequenz 2πf0 der Rotation und dem

Ahsvektor

~ℓ gebildet, von der Kreiselspite aus

entlang der Ahse nah oben gesehen.

~L [g cm2/s] = 2π f0 J0 ~ℓ

Ekin [Ws] = 1
2 10

−7 J0 (2πf0)
2

}

(2)

Die Drehzahl f0 geben wir in Umdrehungen pro

Sekunde oder Hz an, das Massenträgheitsmoment

J0 in g · cm2
.

Ein Kreisel mit viel kinetisher Energie und

wenig Reibung läuft länger und stabiler. Ein

Tishkreisel darf andererseits niht zu shwer

Kreisel 1 2

Sheibe Blei* Eisen**

Dihte ρ 11.3 7.9 g cm−3

Dike D 1.0 1.5 m

Ahsenradius r0 0.3 0.5 m

Ahsenlänge 10 11 m

Sheibenradius r1 3.0 4.0 m

Shwerpunkt ℓ 2.4 3.0 m

Spitzenradius rs 0.5 1.2 m

Masse m 300 660 g

Trägkeitsmom. J 1380 5060 g cm2

Tabelle 1: Maÿe der verwendeten Tishkreisel (*:

Setzerblei Pb97Sb03; **: Automatenstahl Werk-

sto�typ 1.0715)

Aluminium Eisen

∗
Blei Messing

2,7 7,9 11,3 8,4. . . 8,8

Tabelle 2: Dihten von spanend bearbeitbaren

Metallen in g/cm3
,

∗
Automatenstahl.

sein, sonst läÿt er sih von Hand niht mit genü-

gender Drehzahl f0 anwerfen. Shwere und spit-

ze Kreisel neigen auh dazu, die Tishplatte un-

shön anzubohren. Die wihtigsten Merkmale ei-

nes guten Kreisels sind ein hohes Massenträg-

heitsmoment bei moderater Masse und eine Spit-

ze, die auf dem Tish in Pirouetten rollt und

niht bohrt. 600 bis 700 g Masse dürfte die äuÿer-

ste praktishe Obergrenze sein, doh laufen Krei-

sel mit 100 bis 300 g shon sehr gut. Die Spitze

muss exakt rund sein, damit die Rotationsenergie

niht durh Vibration vergeudet wird. Alle wih-

tigen Kreiseldaten sind in Tabelle 1 zusammenge-

stellt. Aus den Maÿen des Kreisels und der Dih-

te des verwendeten Materials kann man sowohl

seine Masse m als auh das Massenträgheitsmo-

ment J0 berehnen. Für eine zylindrishe Sheibe
mit Auÿenradius r1, Lohradius r0, Dike D und

Massendihte ρ (in g/cm3
) ist, siehe Tabelle 2

J0 [g cm2] = π
2 ρD

(

r41 − r40
)

m [g] = π ρD
(

r21 − r20
)

}

(3)

Man kann sih jeden runden Kreisel als Kompo-

sition von vershiedenen zylindrishen Sheiben

denken. Das Massenträgheitsmoment ist dann
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Abbildung 3: Hier das Stroboskopmuster als Vor-

lage. Einfah aus dem Text herauskopieren, ska-

lieren und Ausdruken.

die Summe der Einzelmomente. Die Lage des

Shwerpunktes auf der Ahse legt das Kippmo-

ment fest. Ein hoher Shwerpunkt führt zu einer

shnelleren Präzession und zu mehr Reibung. An-

dererseits ist ein gewisser Mindestabstand sinn-

voll, weil dann der Kreisel weiter kippen kann

ohne mit seinem Auÿenrand an der Unterlage zu

shleifen.

2.3 Anwerfen des Kreisels

Zum Anwerfen fasst man den oberen Teil der

Ahse zwishen den �ahen Hand�ähen und

zieht sie dann mit Druk gegeneinander ab, wo-

bei man die Kreiselspitze diht über der Tish-

platte hält. Rehtshänder ziehen die rehte Hand

zumeist zum Körper und drüken die linke Hand

von ihm weg. Der Kreisel rotiert dann, von oben

gesehen, im Uhrzeigersinn. Nihts hindert uns na-

türlih daran, den Kreisel umgekehrt anzuwerfen.

Abbildung 4: Die Stroboskopsheibe sitzt auf

Kreisel Nummer 2. Zur Aufnahme leistet meine

alte DMC-TZ25 von Panasoni gute Dienste.

n, B 18 fps 25 fps 30 fps 50 Hz 100 Hz

2 9,0 12,5 15,0 25,0 50,0

3 6,0 8,33 10,0 16,67 33,33

4 4,5 6,25 7,5 12,5 25,0

5 3,6 5,0 6,0 10,0 20,0

6 3,0 4,17 5,0 8,33 16,67

8 2,25 3,125 3,75 6,25 12,5

Tabelle 3: Drehfrequenzen f0 in s−1
still stehen-

der Strobomuster der Ordnung n bei vershiede-

nen Bildraten B bzw. Stroboskopfrequenzen.

3 Kamera und Stroboskop-

E�ekt

Nun etwas zu Kamera und Aufnahmetehnik.

Aus einer Videoaufnahme des präzedierenden

Tishkreisels können sowohl die Drehzahl f0 also
auh die Präzessionsfrequenz fp bestimmt wer-

den. Dies ist mit einer handelsüblihen Kompakt-

kamera ohne weiteres möglih und wird am be-

sten bei Tagesliht durhgeführt, das niht mit

50-Hz-Netzfrequenz �akert.

Der Kreisel muss dazu ein stroboskopishes

Muster auf seiner Shwungsheibe tragen wie in

Abbildung 2. Bild 3 ist als Vorlage für Ihre ei-

genen Experiment gedaht. In Bild 4 ist das Mu-

ster auf eine Kartonsheibe gedrukt und auf den

Kreisel geshoben worden. Das Strobomuster be-
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Abbildung 5: Das Stroboskopmuster ermögliht

es, die Drehzahl des rotierenden Kreisels im Ver-

hältnis zur Frame Rate des aufgenommenen Vi-

deos zu messen.

steht aus einem oder mehreren ahsenkonzentri-

shen Kreisringen, die jeweils in Zahl 2n Sektoren

unterteilt sind. Diese Sektoren werden abweh-

selnd hell und dunkel eingefärbt. In einer Video-

aufnahme, die zum Beispiel mit einer Bildrate

B = 25 fps aufgenommen wurde, sheinen diese

Ringe vorwärts oder rükwärts zu laufen. Wenn

die Drehzahl f0 gerade so ist, dass sih der Krei-

sel zwishen zwei Einzelbildern gerade um den

n-ten Bruhteil einer Umdrehung weiterbewegt

hat, dann steht dieses Muster im Video still. Die

Kreiseldrehzahl ist hier

f0 = B /n (4)

Wir geben sie in Umdrehungen pro Sekunde an,

siehe auh Tabelle 3. Abbildung 5 zeigt ein Ein-

zelbild aus einem solhen Video, das, da es na-

türlih statish ist, gleih vershiedene sihtbare

Strobomuster zeigt. Die Bildrate B des Videos

ist in den Einstellungen der Digitalkamera hin-

terlegt. 25 fps sind ganz typish, aber auh 18

oder 30 fps wird man �nden. Wenn also das Mu-

ster mit n = 4 dunklen Sektoren in dem Video

still zu stehen sheint, dann rotiert der Kreisel

mit f0(n = 4) = 6, 25 s−1
. Man kann den Ef-

fekt mit bloÿem Auge auh verfolgen, wenn man

den Kreisel im intermittierenden Liht einer netz-

betriebenen Leuhtsto�röhre beobahtet, das mit

50 oder 100 Hz �akert.

Die Präzessionsfrequenz fp läÿt sih am besten

mit der Zeitmarke in der Aufnahme bestimmen.

Wenn das stroboskopishe Muster mit n dunklen

Sektoren ungefähr still steht, dann kann man in

einem kurzen Videoausshnitt die Zeitspanne ab-

lesen, die der Kreisel für zum Beispiel 10 Präzes-

sionsrunden benötigt. So erfährt man die Präzes-

sionsfrequenz fp bei der betre�enden Drehzahl

f0(n). Aus den Präzessionszeiten für vershiede-

ne Werte von n und den jeweiligen Drehzahlen

ergibt sih eine Tabelle, die fp als Funktion von

f0 beshreibt. Genau diese Tabelle werden wir im
Versuh erstellen.

4 Präzession des shweren, spit-

zen Kreisels

Nun kommen wir zur Physik des Kreisels und

weshalb die Präzession dafür sorgt, dass der Krei-

sel niht umkippt.

4.1 Wovon hängt die Präzessionsfre-

quenz ab?

Die Gewihtskraft, die den Kreisel zu kippen ver-

suht, greift in seinem Shwerpunkt P an. Dar-

aus resultiert ein Kippmoment

~Nk, dass am Fuÿ-

punkt Q des Kreisels angreift. Es ist zur Masse

m des Kreisels, zur Länge dk des Hebels zwishen
Fuÿ- und Shwerpunkt sowie zum Sinus des Prä-

zessionswinkel θ proportional:

~Nk = mg dk ~n× ~ℓ

Nk = mg dk sin θ

}

(5)

Durh die Präzession wird die Orientierung

des Drehimpulsvektors

~L = J ~ω0 kontinuier-

lih verändert. Die zeitlihe Änderung eines

Drehimpulses erfordert ein Drehmoment, nämlih

das Rihtmoment

~Np = d~L
dt = ~ωp × ~L

= − J ~ωp × ~ω0

Np = − J ωp ω0 sin θ















(6)

Die Frequenzen shreiben wir als Kreisfrequenzen

ω0 = 2πf0 und ωp = 2πfp. Es war Leonhard Eu-

ler (1707 � 1783), der diesen fundamentalen Zu-

sammenhang zwishen Drehimpuls und Drehmo-

ment in der langsamen, 25 000 Jahre dauernden
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Präzessionperiode der Polarahse unseres Plane-

ten gegenüber dem Fixsternhimmel erkannt hat.

Sie entsteht durh das Rihtmoment der Erdro-

tation, das den Gezeitenkräften entgegen wirkt,

mit denen Sonne und Mond die Erdahse in ih-

re Bahnebene zu drehen versuhen. Die Erdahse

ist bekanntlih um 23o gegen die Ekliptik geneigt.
Das ist der Präzessionswinkel der Erdahse. Bei

unserem Kreisel bewirkt die Kippkraft den glei-

hen E�ekt, doh ist die Präzessionsfrequenz sehr

viel gröÿer:

ωp =
mg dk
J ω0

(7)

Hierbei ist g = 981 cm/s2 die Shwerebeshleu-

nigung. Die Präzessionsfrequenz ist in der Zeit

konstant. Sie hängt o�enkundig niht vom Prä-

zessionswinkel θ ab. Das maht ihre praktishe

Messung einfah. Sie ändert sih in dem Maÿe,

wie die Rotationsfrequenz ω0 durh die Reibung

der Kreiselspitze an der Unterlage abnimmt, und

zwar nimmt ωp zu! Dadurh kommen nah und

nah Strobomuster von immer höherer Ordnung

n zum Stillstand. Der Tishkreisel präzediert im-

mer shneller und neigt sih weiter zur Seite,

bis er shlieÿlih die Unterlage streift und liegen

bleibt.

4.2 Wieso läuft die Präzession von

selbst an?

Dieser E�ekt basiert auf einem besonderen Me-

hanismus. Nah dem Anwerfen und Aufstellen

auf die Unterlage be�ndet sih der Kreisel in einer

instabilen vertikalen Lage und beginnt zunähst

seitwärts zu kippen. Dadurh entsteht ein zusätz-

lihe Drehimpuls

~Lp = J1~ωk um die Kippahse

~b. J1 ist das zweite Hauptträgheitsmoment des

Kreisels und ~ωk = ~ℓ × ~b θ̇ die Kreisfrequenz der

Kippbewegung. Die Kippahse

~b (mit |~b| = 1)

steht auf ~n wie auh auf

~ℓ senkreht und liegt in

der Horizontalen. θ̇ ist die zeitlihe Änderung des
Präzessionswinkels. Der kippende Drehimpuls

~Lp

ist sowohl senkreht zu

~L als auh zu

~Nk gerih-

tet und greift somit niht in das oben genann-

te Momentengleihgewiht ein. Nah einer gewis-

sen Zeit ist das Rihtmoment so weit gewahsen,

dass eine weitere Kippung durh die angelaufe-

ne Präzession unterbunden wird. Der Präzessi-

onswinkel θ hat nun einem konstanten Gleihge-

wihtswert erreiht. Während der Anfangsphase

der Kippung vollführt die Kreiselahse zusätzli-

he Shwingungen, die man als Nutation bezeih-

net. Diese klingen bei Tishkreiseln aber shnell

ab, so dass wir sie hier niht beahten müssen.

4.3 Was passiert, wenn ih die Präzes-

sion störe?

Wollte man versuhen, die Präzessionsbewegung

zu stoppen, indem man der Kreiselahse ein Hin-

dernis in den Weg stellt, dann verbrauhte die

Kraft, mit der das Hinderniss die weitere Prä-

zession unterbindet, genau jenes kompensierende

Drehmoment. Der Kreisel würde umkippen.

Wenn man versuht, den Kreisel mit der Hand

umzuwerfen, indem man seitwärts auf die Ah-

se drükt, dann beshleunigt sih die Präzession.

Das aufrihtende Moment wird dadurh verstärkt

und wirkt diesem Versuh entgegen.

Möhte man den Präzessionswinkel θ eines lau-
fenden Kreisels verändern ohne seine Rotation

durh den Eingri� abzubremsen, dann gelingt

dies durh einen gezielten senkrehten Shlag mit

einem harten Stab von hinten oder von vorne ge-

gen das obere Ende der Kreiselahse. Der Zeit-

punkt des Shlags muss auf die Phasenlage der

Präzession abgestimmt sein, damit der Drehmo-

mentenstoÿ den Drehimpuls

~Lp der Präzession in

der beabsihtigten Weise verändert, niht aber

den Drehimpuls

~L um die Ahse des Kreisels.

Wenn der Stoÿ in Rihtung der Präzessionsbe-

wegung erfolgt, dann rihtet sih der Kreisel auf,

das heiÿt, θ wird kleiner. Tri�t ihn der Stoÿ ge-

gen die Präzession, dann erhöht man den Winkel

θ.

4.4 Was passiert, wenn die Kreislspit-

ze rund und niht spitz ist?

Das bisher Gesagte bezieht sih auf einen shwe-

ren Kreisel, dessen Spitze exakt punktförmig und

dadurh im Verlauf der Präzession ortsfest ist.

Dies ist beim Tishkreisel niht gewünsht, da

Spitze und Unterlage sih shnell abshleifen. Da-

her verrundet man die Spitze durh Abfeilen.

Auh das geht am einfahsten mit Drehmashine

und Stahlfeile. Durh die Verrundung rollt shräg

stehende Kreisel sehr ruhig auf der Tishplatte.
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Die bearbeitete Spitze läÿt sih durh eine Pro-

�lfunktion R(z) beshreiben, die den Radius der

Ahse als Funktion des axialen Abstandes z ≥ 0
vom äuÿersten äuÿersten Punkt der Spitze an-

gibt.

Wenn der Kreisel mit einer Frequenz f0 rotiert
und im Winkel θ zur Vertikalen steht, dann liegt

seine Spitze etwas seitlih auf der Unterlage auf

und niht in der idealen Ahse des Kreisels. Der

Berührungs- oder Abrollpunkt liegt dort, wo die

Shmiegeebene der Spitze mit der Horizontalen

übereinstimmt:

R′ =
dR

dz
= cot θ (8)

Diese Beziehung gilt niht für den spitzen Kreisel.

Wir setzen im Folgenden daher einen stumpfen

Kreisel voraus, bei dem die Kegelspitze unten in

eine Parabel von endlihem Krümmungsradius rs
übergeht.

4.5 Der Pirouettenkreis

Abbildung 6: Die Pirouettenbewegung der

stumpfen Kreiselspitze.

Die Rundung der Spitze läÿt sih mathema-

tish ziemlih gut durh eine einfahe Parabel

beshreiben: z = R2/2rs, wobei rs der Krüm-

mungsradius der Spitze ist. Aus der Parabelform

folgt, dass umgekehrt R =
√
2rsz ist, und dass

die Steigung der Flanke am Radius R gegen die

Kreiselahse gleih R′ = rs/R ist. Beim Abrol-

len shmigt sih die Spitze an die Horizontale an.

Daraus folgt, dass der Au�agepunkt auf dem Um-

fangskreis mit Radius

R = rs tan θ (9)

liegt und wie ein Rad dieses Radius auf der Un-

terlage abrollt. Je gröÿer der Präzessionswinkel

ist, um so gröÿer ist auh der Abstand dw des

Abrollpunkts von der z-Ahse, um die der Krei-

sel rotiert. Dies ist in Abbildung 6 skizziert.

Abbildung 7: Im Bildbearbeitungsprogramm

wird der Shmiegekreis an ie Spitze erstellt, des-

sen Radius rs ≈ 4 mm ergibt sih aus dem Ver-

gleih mit dem Ahsdurhmesser, hier 6 mm.

Das Nahmessen von rs gelingt am einfahsten

mit Hilfe der Kamera, nämlih an einem Foto

von der Kreiselspitze wie in Abbildung 7. Ih ha-

be das mit GIMP geö�net, mit dem Elliptishen

Auswahlwerkzeug einen Kreis an die Spitze ange-

passt. Dann habe ih mit Auswahl: Rand einen

sihtbaren Kreisring darübergelegt.

Die Geshwindigkeit vk, mit der sih die Krei-

selspitze über die Unterlage wälzt, ist

vk(θ) = ω0R = ω0rs tan θ (10)

Der Pfad, den die Kreiselpitze über der Unterlage

während einer Periode der Präzession zurüklegt,

ist ein Kreis auf der Unterlage, den wir als Pirou-

ettenkreis bezeihnen. Seinen Radius bezeihnen

wir mit rw, und sei Radiusvektor ~rw zeigt vom

MittelpunktW des Pirouettenkreises auf den Ab-

rollpunkt. Die Gleihheit der Geshwindigkeiten
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des Abrollpunktes auf der Kreiselspitze und der

Unterlage erfordert, dass

ωp rw = ω0R = ω rs tan θ (11)

Der stumpfe Tishkreisel präzediert also niht

nur, er vollführt auh eine Pirouette. Sein Auf-

lagepunkt läuft auf der Unterlage stetig in einem

Kreis um. Das verursaht auf harten Ober�ähen

bisweilen ein typishes an- und abshwellendes

Geräush. Im Experiment ist das erwünsht. Die

Reibung der verrundeten Kreiselspitze ist gerin-

ger als jene der spitzen, die die Unterlage eher

abshleift.

4.6 Die Präzessionsfrequenz eines

stumpfen Kreisels

Andererseits entsteht durh die zusätzlihe krei-

sende Bewegung der Kreiselspitze ein weiteres

Drehmoment, das auf die Kreislahse einwirkt.

Die Zentrifugalbeshleunigung, die an der Krei-

selspitze entsteht, ist gleih

~aw = ~ωp × [~ωp × (~rw + ~dw)] (12)

Hierin beshreibt

~dw den kleinen Versatz des Auf-

lagepunkts Q zur Kreiselspitze, siehe Bild 7. Es

ist einerseits dw = rs sin θ, zweitens ist mit Glei-
hung (9) auh dw = R cos θ. Die Beshleunigung
ist, da ~ωp auf ~rw senkreht steht, wieder in Rih-

tung von ~rw orientiert. Also folgt

~aw = −ω2
p

(

~rw + ~dw

)

= −ωp (ω0 + ωp cos θ) R
~rw
rw

(13)

Hierbei wurde Gleihung (11) verwendet. Die

Beshleunigung aw wirkt damit senkreht zur

Shwerebeshleunigung g ~n und versuht, den

Kreisel aufzurihten. Man erhält also

~Nk,w = mdk (g ~n + ~aw)× ~ℓ

Nk,w = mdk [g sin θ − ωp

× (ω0 + ωp cos θ) R cos θ]















(14)

Berehnet man hiermit das Momentengleihge-

wiht aus Gleihung (7) neu und verwendet, dass

gemäÿ Gleihung (9) R cos θ = rs sin θ ist, dann

erhält man die Nullstellengleihung eines quadra-

tishen Polynoms in ωp:

ω2
p +

J ′ ω0

mdkrs cos θ
ωp − g

rs cos θ
= 0 (15)

wobei

J ′ = J + mdkrs. (16)

Nur eine der beiden möglihen Lösungen dieser

Gleihung ist positiv. Sie lautet

ωp =
J ′ω0

2rsmdk cos θ

[
√

1 +
4m2d2kgrs cos θ

J ′2ω2
0

− 1

]

(17)

Wir interressieren und für den Spezialfall, dass

der Bruh unter der Quadratwurzel sehr klein

ist gegen 1. Mit Hilfe der Taylorshen Reihe√
1 + x = 1 + x

2 − x2

8 + . . . erhalten wir

ωp = ω(sp.′)
p − rs

g

(

ω(sp.′)
p

)3
cos θ + . . . (18)

wobei

ω(sp.′)
p =

mdkg

J ′ω0
(19)

die Präzessionsfrequenz eines spitzen Kreisels mit

einen gemäÿ Gleihung (16) erhöhten Massen-

trägkeitsmoment ist. Durh die Pirouettenbewe-

gung ergibt sih also eine Erniedrigung der Prä-

zessionsfrequenz gegenüber dem spitzen Kreisel.

Je köher das Massenträgheitsmoment eines Krei-

sels ist, desto langsamer darf er präzedieren, um

das Kippmoment auszushalten. Zweitens gibt

es eine Versatzkorrektur für die Präzessionsfre-

quenz,die der zweite Termin in Gleihung (18)

angibt. Sie ist durh die winzige Vershiebung

zwishen Kreiselspitze und Abrollpunkt Q be-

dingt.

Beim Tishkreisel ist die Präzessionsfrequenz

wie bei der spitzen Variante in sehr guter

Näherung von θ unabhängig. Der reziproke

Zusammenhang mit ω0 besteht weiterhin. Die

Präzession ist aufgrund des durh die Pirouet-

tenfahrt um einige zehn Prozent langsamer als

bei einem gleihartigen spitzen Kreisel. Zusätz-

lih kommt der Versatzfaktor aus Gleihung (18)

hinzu, der die Präzessionsfrequenz nohmals

um wenige Prozent reduzieren könnte. Um den

Ein�uss der stumpfen Kreiselspitze zu erkennen,

brauht man also nur die Präzessionsfrequenzen
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n f0 Experiment Theorie

Hz Hz SP ST STV

3 8.33 0.76 1.32 1.08 1.06

4 6.25 1.00 1.76 1.44 1.39

5 5.00 1.33 2.20 1.80 1.70

Tabelle 4: Präzessionsfrequenzen fp von

Kreisel 1.

n f0 Experiment Theorie

Hz Hz SP ST STV

4 6.25 0.76 1.13 0.84 0.82

5 5.00 0.91 1.42 1.06 1.00

8 3.13 1.24 2.26 1.69 1.50

9 2.78 1.69 2.55 1.90 1.65

12 2.08 2.02 3.40 2.54 2.03

Tabelle 5: Präzessionsfrequenzen fp von

Kreisel 2.

zu messen und mit den Vorhersagen für die

vershiedenen Kreiselmodelle zu vergleihen.

5 Versuhsergebnisse

Die Präzessionsfrequenzen, die aus den Videoauf-

nahmen mit den beiden Kreiseln gemaht wur-

den, sowie die Ergebnisse der Frequenzbereh-

nung mit den zunehmend genauen Modellen des

spitzen Kreisels (SP), des stumpfen Kreisels (ST)

sowie des stumpfen Kreisels mit Versatzkorrektur

(STV) sind in den Tabellen 4 und 5 zusammen-

gestellt. Der Präzessionswinkel θ betrug bei den

Versuhen zwishen 5o und 20o, doh zeigte sih,

dass sein Ein�uss auf die Präzessionsfrequenz so-

wohl im Experiment als auh in der Theorie ver-

nahlässigbar war.

Für beide Tishkreisel �ndet man, dass die

Übereinstimmung von gemessenen und berehne-

ten Präzessionsmodellen immer besser wird. Bei

Kreisel 1 bleibt jedoh eine deutlihe Diskrepanz.

Modell SP übershätzt die Präzessionsfrequenzen

um 70 % (Tabelle 4, Spalte 3 vs. 4). Bei Modell

ST sind es maximal 44 % (Spalte 3 vs. 5) und

bei STV noh immer 39 % (Spalte 3 vs. 6). Man

muss davon ausgehen, dass hier ein systemati-

sher Fehler vorliegt, der nun zu ergründen wäre.

Hingegen sagt das Modell STV das Präzessi-

onsverhalten von Kreisel 2 reht genau voraus.

Das Modell des spitzen Kreisels (SP) liefert für

Kreisel 2 Frequenzen, die gegenüber dem gemes-

senen Wert durhgehend a. 50 % zu hoh sind

(Tabelle 5, Spalte 3 vs. 4). Hingegen beträgt die

Abweihung für STV bis auf einen Fall stets un-

ter 7 % liegen (Spalte 3 vs. 6).

Zusammenfassend stellen wir also fest, dass

das reht einfahe Modell ST des spitzen Krei-

sels zwar wesentlihe Merkmale der Präzession

des Tishkreisels grob vorhersagen kann. Die

Eigenshaft, das fp mit langsam werdender

Drehfrequenz f0 zunimmt, geht auh hieraus

klar hervor. Insgesamt ist die Übereinstimmung

der vorhergesagten Frequenz mit der Messung

aber shleht. Ein gute Übereinstimmung ergibt

sih erst durh das Modell STV, das die Pirou-

ettenbewegung des Kreisels und den seitlihen

Versatz des Ahsmittelpunkts gegen den Au�a-

gepunkt der Kreiselspitze berüksihtigt.
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